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Order restricted Model の社会保障制度への応用 

  ― 正確な死亡率算出にむけた Isotonic regression の活用 

董 普（東北財経大学金融学院） 

 

 中国の経済発展に伴い、保険が国民日常生活に占める位置はますます重要とな

ってきた。近代的中国保険制度の発足は遅いものの、近年には高い成長を示して

いる。中国における生命保険市場は大きく変化し、人口の高齢化に伴う死亡保険

市場の成熟化と企業年金など生存保障市場の成長である。 

他方、保険の供給者が増加し、競争が一段と厳しくなった。こうした環境変化

を背景に、保険会社は競争力を強化するために、より厳密な保険料算出方式の導

入が必要となってきている。 

 死亡保障保険の保険料に影響する大きな要因として、（予定）死亡率と（予

定）利率の 2つがあげられる。無配当の死亡保障保険において、実際の死亡率が

予定死亡率より高い場合は、保険者が不利となり、逆の場合は保険契約者が不利

となる。 

今後、将来の死亡率予測は保険料の計算において更に重要となる。本論では、将

来の死亡率をより正確に予測する一つの方法を提案する。 

 

1．問題提起 

（１）問題 1： 

生命保険を購入するとき、まず保険会社が考慮に入れるのは被保険者の健康状

況である。健康状況がよいと思われる人の死亡率は、健康状況がそれほどよくな

い人の死亡率とは異なる。ここでは、保険会社の健康状況への考察を選択にみな

す。 

x歳かつ選択された人のその以降年度の死亡率は L,1,0,][ =+ jq jx とする。 
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その中、x歳は選択年齢であり、q[x]+jは x歳かつ選択された人の現在年齢が x+j

歳で、x+j+1前での死亡確率である(eg．q[38]+2は 38 歳かつ選択された人の現在年

齢が 40歳で、41歳前での死亡確率を表す)。 

当然の考え方で、同じ年齢の死亡率は選択時間の推移に伴って増大しつつある。

つまり、 

][1]1[1]1[ xxkkx qqq ³³³ +--++- L  

(eg． [35] 5 [39] 1 [40]q q q+ +³ ³ ³L ) 

x-i+1 歳かつ選択の x 歳に生きている ni 人に対して、記号を簡素化するため、

.,2,1,1]1[ kiq iixi L== -++-m とする。 

(1.1)式からわかるように、 

kmmm £££ L21                            (1.2) 

その意味は、同じ x歳の人に対して、年齢が x-s歳の人を選択することが x歳

の人を選択することより長い時間をかかり、死亡率がより高いのである。ここの

),,( 21 kmmmm L= は総体背景を表すパラメータである。 

xijは x-i+1 歳かつ選択の x歳に生きている ni人において、j人目の x+1歳前の生

死状況を表す。j=1,2,…ni。その中 

î
í
ì

=
生存

死亡

    0
    1

ijx  

かくして、 ijx は密度関数が (1 ) exp{ ln ln(1 )}
1

x x i
i i i

i

x mm m m
m

- = + -
-

であるサン

プルデータである。 

通常、サンプルデータを用いて、µ iを推定する(この推定は制限条件なしの最大

尤度推定) 

å
=

=
in

j
ij

i
i x

n
x

1

1  

多くの推定は kmmm £££ L21 を満たさず、それは実情とは異なる。 

 



【創立 70 周年記念大会】 
第 Iセッション  

レジュメ： 董 普 
 

 3 

 

ii xn が二項分布に従うことは証明されうる。したがって、尤度関数は以下のよ

うになる。 

             Õ
=

--
k

i

xin
i

xn
i

iiii

1

)()1( mm                                        (1.3) 

(1.2)に制限される(1.3)の最大値は、(1.2)に制限される ),,( 21 kmmmm L= の最大尤度

推定である。つまり、以下の数学モデルである。 

                        
( )

1

1

max (1 )i i i i

k
n x n i x
i i

i

kst

m m

m m

-

=

-

£ £

Õ
L

                        （A） 

ここまでの論述からわかるように、x歳かつ選択された人のその以降年度の死亡

率を予測することは、数学モデルの解を求める作業となる。 

 

（２）問題 2： 

xm をｘ歳人の一年以内の死亡率とする。かくして、 1 1x x x km m m+ + -£ £ £L ．で

ある。 

たとえば、 70 71 84m m m£ £ £L は 70歳の人の一年以内の死亡率が 71歳人の同死

亡率より小さいことを意味する。その他はこれによって類推しうる。 

xjx は x歳の xn 人において、j人目の一年以内の生死状況を表す。j=1,2,… xn 。

その中、 

1    
0    xjx
ì

= í
î

死亡

生存
 

かくして、 ijx は密度関数が (1 ) exp{ ln ln(1 )}
1

y y x
x x x

x

y mm m m
m

- = + -
-

であるサン

プルデータである。 

問題 1の検討と同じように、死亡率 1 1, , ,x x x km m m+ + -L への推定は数学モデルの

解を求める作業となる。     
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ここでは、
1

1 yn

y yj
jy

x x
n =

= å  

 

2．問題解決 

問題の解決の向け、次の準備を行う。 

（１）Isotonic regression の定義 

X x x xk= ( , , , )1 2 L  は既定関数とする。もし X x x xk* ( , , )* * *= 1 2  ,  L GÎ 、かつ 

 

                åå
=

Î
=

-=-
k

i
iiiGY

k

i
iii wyxwxx

1

2

1

2* )(min)(  

であれば、 *X は simple semi-orderの下での(X，W)における Isotonic regressionであ

る。ここで、 }|),,{ 11 kk yyyyG ££= LL 、W w w wk= ( , , , )1 2 L 、 0>iw は既定の

weighted functions である。 

 

（２）Isotonic regression の解を求める 

 Isotonic regression の解を求める最適な方法は Ayer et al(1955)に提出された

PAVA計算方法である。 

Bを K = (1, 2, …, k)の部分集合とする。 å å
Î Î

=
Bi Bi

iiiV wwxBA /)( 。 

 

（３）PAVA計算方法 

① もし ,x GÎ であれば、 *x x= 。 

② もし 1,j jx x +> を成立させる j が存在すれば B={j,j+1}, 1( ), .B V B j jx A B w w w += = +

として、 
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1 1 1 1 1 1( , , , , , , ), ( , , , , , , ),j B j k j B j kx x x x x x w w w w w w- + - += =%% L L L L とする。 

③ ②の繰り返しを通して、K を l個の 1, ,lB BL に分解し、 1( ) ( ).V V lA B A B< <L を

満たさせる。かくして、 
* ( ), , 1, ,i V t tx A B i B t l= Î = L 。 

上述した方法から得られるのは Isotonic regressionであり、それは文献で詳しく証

明されている。 

  

あるs有限測度は以下の密度関数の指数分布族を有する。 

f (y; q, t) = exp{f1(q)f2(t)H(y,t)＋s(y,t)＋q(q,t)}             （2.1） 

その中、yはある集合 A から取得し、q はある区間 (q , q )に属する。t Î T は嫌な

パラメータである。q の推計問題を考慮するため、以下の条件が成立すると仮定

する。 

1、f1と q (·,t )は、(q , q ) での 2次連続導関数を有する。 

2、 Î">¢ qq ,0)(1f  (q , q )，f2(t)>0, "t Î T 

    3、 Î"¢-=¢ qtqqtq ),()(),( 21 ffq (q , q ), "t Î T 

上記の条件から、 

  E (H (Y, t )) = q 、 Var(H (Y, t )) = 1
21 ))()(( -¢ tq ff         が得られる。                   

今、仮に kグループがある。yij、j = 1，…，niを密度関数が f (yi; q i, t i)である

サンプルデータとする。i = 1，…，k。条件 1、2、3 から、q iの最大尤度推定は

以下のようになる。 

å=
=

in

j
iij

i
i yH

n 1
),(1 tq

)
                                             （2.2） 

),,,( 21 ¢= kqqqq L とする。もしq の分量が semi-orderに制限されれば、q の最

大尤度推定は以下の結果に示される。 

  定理：semi-order制限がある場合、q の最大尤度推定はq
)
の Isotonic regression で

ある。その中、 ),,,( 21 ¢= kqqqq
)

L
)))

、q iは(2.2)からみえる。weighted functions は 

))(,),(( 2121 ¢= kk fnfn ttw L である。 
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  定理の証明は Robertson et al.(1988)を参照する。 

 

定理：モデル 

( )

1

1

max (1 )i i i i

k
n x n i x
i i

i

kst

m m

m m

-

=

-

£ £

Õ
L  

の解を求める問題は、 kmmm £££ L21 制限の下で、å
=

-
k

i
ii xn

1

2)( m の最小値を求め

る問題と同じである。それは ),( 1 kxxX L= の Isotonic regressionとは同じであり、

その中の weighted functionsは N = (n1,n2,…nk)である。 

証明：
1    
0    

X
ì

= í
î

死亡

生存
とする。その中、死亡の確率はm である。密度関数は

(1 ) exp{ ln ln(1 )}
1

x x x mm m m
m

- = + -
-

となる。 

(2．1)式に対応して、ここのm をqにみなし、ｘをｙにみなしている。 s(ｘ,t) = 

0、q(m ,t) = ln(1－m  )、H(ｘ,t) = ｘ、f2(t) = 1、f1(m ) = ln(m  /(1－m  )。 

1、f1(m ) = ln(m  /(1－m  ) と q(m ,t) = ln(1－m  )は、(０，１) での 2次連続導関

数を有する。 

2、 1
1( ) 0,

(1 )
f m m

m m
¢ = > " Î

-
 (０，１)，f2(t)＝１>0, "t Î T 

3、 ( , )q m t¢ =
1

(1 )m
-

-
であるため、 1 2( , ) ( ) ( ),q f fm t m m t m¢ ¢= - " Î  (０，１) "t Î T

である。 

公準の条件を満たしている。(2.2)式に対応して、
1

1 ,    1, , .
in

i ij i
ji

x x i k
n

q
=

= = =å
)

L

である。 

公準からわかるように、 
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( )

1

1

max (1 )i i i i

k
n x n i x
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の解を求める問題は、 kmmm £££ L21 制限の下で、å
=

-
k

i
ii xn

1

2)( m の最小値を求め

る問題と同じである。それは ),( 1 kxxX L= の Isotonic regressionとは同じであり、

その中の weighted functionsは N = (n1,n2,…nk)である。 

 

○Millerの事例 

 

年齢 
 
x 

観測データ数 
 

nx 

観測死亡数 
 

hx 

観測死亡率 
（最初の推

計） 
ux 

70 135 6 0.044 
71 143 12 0.084 
72 140 10 0.071 
73 144 11 0.076 
74 149 6 0.040 
75 154 16 0.104 
76 150 24 0.160 
77 139 8 0.058 
78 145 16 0.110 
79 140 13 0.093 
80 137 19 0.139 
81 136 21 0.154 
82 126 23 0.183 
83 126 26 0.206 
84 109 26 0.239 

先験結果によれば、死亡率の序列は以下の要素を満たすのである。 

1．年齢が重ねるにつれて、増加しつつある。 

2. 高齢者区間において、曲線がより著しく上昇している。 
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PAVA計算方法により、以下の結果が得られる。 

 

年齢 
 
x 

観測データ数 
 

nx 

観測死亡数 
 

hx 

観測死亡率 
（最初の推

計） 
ux 

70 135 6 0.044 
71~72 283 22 0.078 

73 144 11 0.076 
74 149 6 0.040 
75 154 16 0.104 
76 150 24 0.160 
77 139 8 0.058 
78 145 16 0.110 
79 140 13 0.093 
80 137 19 0.139 
81 136 21 0.154 
82 126 23 0.183 
83 126 26 0.206 
84 109 26 0.239 

 
年齢 

 
x 

観測データ数 
 

nx 

観測死亡数 
 

hx 

観測死亡率 
（最初の推

計） 
ux 

70 135 6 0.044 
71~73 427 33 0.077 

74 149 6 0.040 
75 154 16 0.104 
76 150 24 0.160 
77 139 8 0.058 
78 145 16 0.110 
79 140 13 0.093 
80 137 19 0.139 
81 136 21 0.154 
82 126 23 0.183 
83 126 26 0.206 
84 109 26 0.239 
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年齢 

 
x 

観測データ数 
 

nx 

観測死亡数 
 

hx 

観測死亡率 
（最初の推

計） 
ux 

70 135 6 0.044 
71~74 576 39 0.068 

75 154 16 0.104 
76 150 24 0.160 
77 139 8 0.058 
78 145 16 0.110 
79 140 13 0.093 
80 137 19 0.139 
81 136 21 0.154 
82 126 23 0.183 
83 126 26 0.206 
84 109 26 0.239 

 
年齢 

 
x 

観測データ数 
 

nx 

観測死亡数 
 

hx 

観測死亡率 
（最初の推

計） 
ux 

70 135 6 0.044 
71~74 576 39 0.068 

75 154 16 0.104 
76~77 289 32 0.111 

78 145 16 0.110 
79 140 13 0.093 
80 137 19 0.139 
81 136 21 0.154 
82 126 23 0.183 
83 126 26 0.206 
84 109 26 0.239 

 
年齢 

 
x 

観測データ数 
 

nx 

観測死亡数 
 

hx 

観測死亡率 
（最初の推

計） 
ux 

70 135 6 0.044 
71~74 576 39 0.068 

75 154 16 0.104 
76~78 434 48 0.111 

79 140 13 0.093 
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80 137 19 0.139 
81 136 21 0.154 
82 126 23 0.183 
83 126 26 0.206 
84 109 26 0.239 

 
年齢 

 
x 

観測データ数 
 

nx 

観測死亡数 
 

hx 

観測死亡率 
（最初の推

計） 
ux 

70 135 6 0.044 
71~74 576 39 0.068 

75 154 16 0.104 
76~79 574 61 0.106 

80 137 19 0.139 
81 136 21 0.154 
82 126 23 0.183 
83 126 26 0.206 
84 109 26 0.239 

 

 

３．新たに提案する計算方法 

まず、先行研究における修正（Smoothing）に対する定義を見てみよう。 

（１）Andrewsと Nesbitt の定義：自身の規律がある自然現象の若干の観測デー

タから、規則的な修正を通して、その現象を代表するものを求める。 

（２）Millerの定義：修正（Smoothing）はこのような信頼できる方法である。そ

の方法を用いて、ある不規則な序列を有する連続変数から、規則的な修正序列が

得られる。その得られる序列は観測データと一致である。 

大部分の定義は以下のような基本思想がある。つまり、観測データは常に不規

則な序列である。これらのデータが修正されるべきと思われるが、修正後の値は

観測データに大きく離れていないのである。それは Fitという。 

そのほか、アクチュアリーたちは死亡率を修正するとき、常に先験情報を使う。

また、それは真実変化率のある時点で形成される円滑な序列と信じる。 

以上の考慮をベースに： 
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Fit： 

2 22 2
0 0 104 1041 1 2 2

0 0 1 1 2 2 104 104

1 20 104

( ) ( )( ) ( )
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

X p X pX p X p
p p p p p p p p

n nn n

- -- -
+ + +

- - - -
L                （1.1） 

先験情報 

p0 ³p1 ³  p2 ³… ³p11 £ p12£ … £ p104 < 1                                 （1.2） 

円滑性            4 2( )i
i

S p= Då   

                                                                    （1.3） 

つまり、(1.2)の制限条件の下で、(1.1)の最小値を求めるとともに、(1.3)が比較的

に小さいことを検証する。詳しくは、以下の数学モデルである。 

 

2 22 2
0 0 104 1041 1 2 2

0 0 1 1 2 2 104 104

1 20 104

( ) ( )( ) ( )min{ }(1 ) (1 ) (1 ) (1 )
X p X pX p X p
p p p p p p p p

n nn n

- -- -
+ + +

- - - -
L            モデル A 

St: 0< p0 ³p1 ³  p2 ³… ³p11 £ p12£ … £ p104 < 1 

ここの iX は i 母体目の粗死亡率をあらわし、piは i母体目の死亡率である。 

 計算を簡素化するために、以下の計算方法が提出される。 

22 2
1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

( )( ) ( )min{ }(1 ) (1 ) (1 )
k k

k k

k

X pX p X p
p p p p p p

n n n

-- -
+ +

- - -
L                     (1.4) 

St:0< p1 £ p2 £ … £ pk < 1 

 

(1.4)式は 

  
)1(
)(

)1(
)(

)1(
)( 2

22

2
222

11

2
111

kk

kkk

pp
pXn

pp
pXn

pp
pXn

-
-

+
-
-

+
-
-

L  となる。               （1.5） 
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公準 1：0 £ x £1のとき、方程式 2 2 2(1 2 ) 2 0x u x u x- + - = は二つの根がある。

1 2,
2 1

xu x u
x

= =
-

。 2 2 2( ) (1 2 ) 2g u x u x u x= - + - とする。かくして、0 u x< < の時、

( ) 0g u < 。 1x u< < の時、 ( ) 0.g u >  

証明：二次関数を用いて、簡単に証明できる。 

公準 2：関数
2( )( )

(1 )
n x uf u
u u

-
=

-
を証明する。ここで、0 <x <1、 ( )f u は (0, x）にお

いて単調減少し、 1x u< < の時に単調増加する。そして u= xのときには最小値と

なる。 

証明：
2 2

( ) {( )[(1 2 ) ]}
(1 )

nf u u x x u x
u u

¢ = - - +
-

 

もし 0 £ x £1/2 であれば、 (1 2 )x u x- + > 0。 

0 < u< xの場合、 ( ) 0f u¢ < 、 x < u < 1 の場合、 ( ) 0f u¢ > 。したがって、 ( )f u は

(0, x）において単調減少し、 1x u< < の時に単調増加する。そして u= xのときに

は最小値となる。 

もし 1/2 < x £1であれば、
2

1{ }
2 1 (2 -1)

x
x x

¢ = -
-

<0、
2 1

x
x -

は単調減少する。 

したがって、 1
2 1

x x
x

> >
-

。 

0 u x< < のとき、公準 1 からわかるように、 ( ) 0,[(1 2 ) ] 0u x x u x- < - + > 。 ( )f u

は (0, x）において単調減少である。 1x u< < のとき、公準 1からわかるように、

( ) 0,[(1 2 ) ] 0u x x u x- > - + > 。 ( )f u は 1x u< < の時、単調増加である。u= xのとき

には最小値となる。 
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定理 1：仮に関数
22 2

1 1 2 2
1 2

1 1 2 2

1 2

( )( ) ( )( , , , ) (1 ) (1 ) (1 )
k k

k
k k

k

X pX p X pf p p p p p p p p p
n n n

-- -
= + +

- - -
L L は 0< p1 

£ p2 £ … £ pk < 1の制限の下での最小値点 kppp *** 21 £££ L を満たす。もし

1j jX X +> であれば、 1** += jj pp である。 

証明：仮に 1** +< jj pp である。そうすると、以下の三種類の可能性がある。 

1° jjj Xpp £< +1**  

2° 11 ** ++ <<£ jjjj pXXp  

3° 11 ** ++ << jjj ppX  

1° jjj Xpp £< +1** の場合、まずは 

kkjjjj pypypypypy **,,**  ,**,,**  *,* 11112211 ===== ++-- LL とする。 

1**** +<< jjjj pypy は を満たす任意値であり、公準 1から証明できるように、 

)*,,*,*()*,,*,*( 2121 kk pppfyyyf LL - <0 

と kppp *** 21 £££ L とは関数である。 

k

kk

kk
k

n
pp

pX

n
pp

pX

n
pp

pXpppf
)1(

)(
)1(

)(
)1(

)(),,,(
2

2

22

2
22

1

11

2
11

21 -
-

+
-
-

+
-
-

= LL は 0< p1 £ p2 £ … £ pk < 1

の制限の下での最小値点を満たされず、仮定と矛盾する。 

その他は同じように証明されうる。 

 公準 3： i0 a 1, i 1, , m< < = L のとき、方程式 

m m m m
2 2

i i i i i i i
i 1 i 1 i 1 i 1

(( n 2 n a ) 2 n a n a 0u u
= = = =

- + - =å å å å は二つの根がある。 
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m m m
2 2 2

i i i i i i
i 1 i 1 i 1

1 m m

i i i
i 1 i 1

m m m
2 2 2

i i i i i i
i 1 i 1 i 1

2 m m

i i i
i 1 i 1

n a ( n a ) n (a 1)
,

n 2 n a

n a ( n a ) n (a 1)

n 2 n a

u

u

= = =

= =

= = =

= =

- - -
=

-

- + -
=

-

å å å

å å

å å å

å å

。 

m m m m
2 2

i i i i i i i
i 1 i 1 i 1 i 1

g(u) (( n 2 n a ) 2 n a n au u
= = = =

= - + -å å å å とする。かくして、 20 u u< < の時、

( ) 0g u < 。 2 1u u< < の時、 ( ) 0.g u >  

 証明：二次関数を用いて、簡単に証明できる。 

定理 2：関数

m
2

i i
i 1

(a u)
(u)

u(1 u)

n
f =

-
=

-

å
を証明する。ここで、 i0 a 1, i 1, , m< < = L と

する。 (u)f は 20 u u< < において単調減少し、 2 1u u< < において単調増加する。

そして、u= 2u のとき、最小値となる。 

 証明：公準 3 と公準 2 の証明方法と類似して、以下のような式が得られる。 

22 2
1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

( )( ) ( )min{ }(1 ) (1 ) (1 )
k k

k k

k

X pX p X p
p p p p p p

n n n

-- -
+ +

- - -
L              

St:0< p1 £ p2 £ … £ pk < 1 

 

この式は以下のように改める。 

)1(
)(

)1(
)(

)1(
)( 2

22

2
222

11

2
111

kk

kkk

pp
pXn

pp
pXn

pp
pXn

-
-

+
-
-

+
-
-

L       モデル B 

St:0< p1 £ p2 £ … £ pk < 1 
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モデル Bの解を求める計算方法（提案） 

 1°もし 1 2 kX X X£ £ £L であれば、 * * *
1 2 k 1 2 k(p , p , p ) ( , , , )X X X=L L である。成立

しなければ、次に転入する。 

2° もし j j 1X X +> が存在すれば、かつ 

1 j-1X X£ £L

j+1 j+1 j+1
2 2 2

i i i i i i
i j i j i j

j+1 j+1

i i i
i j i j

n x ( n x ) n (x 1)

n 2 n x

= = =

= =

- + -
£

-

å å å

å å
j 2 kX X+£ £ £L であれば、 

* * *
1 2 j-1 1 2 j-1(p , p ,p ) ( , , , )X X X=L L ， * *

j+1 jp =p =

j+1 j+1 j+1
2 2 2

i i i i i i
i j i j i j

j+1 j+1

i i i
i j i j

n x ( n x ) n (x 1)

n 2 n x

= = =

= =

- + -

-

å å å

å å
であ

る。 
* *
j+2 k j 2 k(p , , p ) ( , , )X X+=L L が成立しなければ、 

B={j, j 1}+ , BX =

j+1 j+1 j+1
2 2 2

i i i i i i
i j i j i j

j+1 j+1

i i i
i j i j

n x ( n x ) n (x 1)

n 2 n x

= = =

= =

- + -

-

å å å

å å
である。 

1 2 j-1 B j+2 k( , , , , , , )X X X X X XL L に対して、次に転入する。 

3° もし
s s+1B BX X> であれば、 

B= S S+1B BÈ , BX = S S+1 S S+1 S S+1

S S+1 S S+1

2 2 2
i i i i i i

i B B i B B i B B

i i i
i B B i B B

n x ( n x ) n (x 1)

n 2 n x

Î È Î È Î È

Î È Î È

- + -

-

å å å

å å
である。 

  3の繰り返しを通して、集合を m個の 1 2 mB B BL， ， ， に分解し、

1 2 mB B BX X X£ £ £L を満たさせる。かくして、
t

*
i B tp ,i B ,i 1, , kX= Î = L となる。 

 証明：定理 1 と定理 2 から証明できる。 

上記の計算方法からわかるように、k回で最終結果が得られる。 
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筆者の提案する計算方法の応用 
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中国財政部：中国基本医療保険の計算モデルと応用研究 
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